
パスカル的三角形とフィボナッチ的数列を作り出す

カードゲームに関する研究

平成 29 年 12 月 23 日

1 序論

私達のクラブの先輩は，箱に白色のカードと赤色の

カードがあり，複数のプレイヤが箱からカードを交互

にカードを取り出し，一定のルールに従って，一人の

敗者を決めるようなゲームを考えた．そして，カード

ゲームの確率を研究して，勝敗の確率を三角形に並べ

ると，分母と分子が独立にパスカルの三角形に似た性

質を持つことを発見して，イギリスのMathematical

Gazette([2]) という伝統ある雑誌で論文を掲載した．

この性質については，図 1を見ていただきたい．な

お，このときイギリスの数学者が Pascal-like triangle

と呼んだので，私達はパスカルの三角形に似た性質を

持つ三角形をパスカル的三角形と呼ぶことにする．

当時分母と分子が独立にパスカルの三角形の性質を

持つことは，数学の専門家からとても珍しいものと考

えられたのだが，今回の研究ではそのような性質を持

つゲームのルールはまだまだ拡張できることがわかっ

た．これまでのクラブの歴史の中で，珍しい事実を発

見したことを誇りに思ってきたのだが，パスカルの三

角形の性質を持つゲームがどんどん発見できて，2色

のカードさえ使えば，このような性質は全く珍しくな

いことかもしれないと思った時期もあった．幸い，パ

スカルの三角形の性質を持たないゲームも多数発見さ

れ，そのようなことが起こる時の条件を発見して，離

散数学系の査読付き国際学会 ([1])で私達が発表する

ことができた．

パスカルの三角形からフィボナッチ数列を作るこ

とができる事実は有名であるが，私達のクラブの先

輩達もカードゲームの確率から作った三角形からフィ

ボナッチ数列に似た数列を作り，それをアメリカの

Fibonacci Quarterly ([3])で掲載した．今回私達の研

究では，先輩の作った数列と私達が新しく見つけた数

列が面白い関係を持つことが分かり，そのことも同じ

国際学会で発表した．

カードゲームのルールを書いた定義 1.1において，

s = 1としたのがクラブの先輩達の研究である．私達

はまずこの sを増やすところから研究を始めた．

定義 1.1. p, n,m, s を m ≤ n を満たす正の整数

とする．円形のテーブルの周りに p 人のプレイヤ

Θ1,Θ2, ...,Θp を配置し，プレイヤ Θ1 からゲームを

開始する．そして順に，同じ大きさの n枚のカードを

含む箱を渡していく．m枚の赤いカードを除き，残り

は全て白のカードである．プレイヤは箱を受け取った

ら，s回カードを無作為に取り，取ったカードは箱に

戻さない．したがって，箱の中のカードの数は減少し

ていく．ただし，箱の中を見ることはできないとする．

ここで，ラウンドという言葉を使うが，第 tラウン

ドとは，ゲームが開始してから t回目にカードが取り

出されることである．このゲームでは，プレイヤ Θ1

が最初にカードを引き始めて，第 1, 2, 3, ..., sラウン

ドにカードを引く．そして，プレイヤ Θ2 が第 s + 1

ラウンドでカードを引き始め，第 s + 1, s + 2, ..., 2s

ラウンドでカードを引く．これを次のプレイヤー Θ3

が続けていく．こうやっている間に，最初に赤のカー

ドを引いたプレイヤが負けであり，そこでゲームは終

了する．

定義 1.2. 定義 1.1のゲームにおいて一番最初のプレ

イヤ Θ1 が負ける確率を f(p, n,m, s)とする．

注意 1.1. 元々，私達のグループは，ロシアンルーレッ

トのゲームを研究していたが，ロシアンルーレットの

ゲームは研究に適切ではないと考える人もいるため，

私達のグループは数学的に同じゲームである定義 1.1

のゲームを作成した．ただし，数学的にはロシアン

ルーレットのゲームだと言われた方がわかりやすいと

人が多いかもしれない．シリンダーの中で，弾の入っ

ていない所で引き金を引くことが白のカードを引くこ

とに相当し，弾が入っている所で引き金を引くことが

赤のカードを引くことに相当する．
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また，ここで考えるゲームでは p人のプレイヤーが

いるので，それぞれが負ける確率を考えるべきだが，

この論文では説明を簡単にするために，最初のプレイ

ヤーの確率だけを扱う．

例 1.1. まずパスカルの三角形を思い出していただ

きたい．パスカルの三角形では，組み合せの数 nCm

を並べるが，n = 1, 2, 3, ...としながら，上から下へ

並べて，m = 0, 1, ..., nと左から右に並べる．私達の

研究でも同じようにする．ただし m = 1, 2, ..., n と

左から並べる．m = 0 では赤のカードが 0 となり，

ゲームが成立しないからである．先輩達の研究によ

れば，集合 {f(p, n,m, s) : m ≤ n, n = 1, 2, ...} は，
正の整数 pと s = 1に対してパスカルの三角形と似

たパターンを有することが示されている．例として，

カードゲームを p = 4人で行ない，各自が自分の番

になると s = 1回ずつカードを引く場合を考えて，先

手のプレイヤーの負ける確率を考える．その確率を

パスカルの三角形と似たやり方で並べる．すなわち，

{f(4, n,m, 1), 1 ≤ m ≤ n, n = 1, 2, ..., 6, 7}から作ら
れるパスカル的三角形を図 1に示す．

見て明らかなように，図1は美しい特徴を有する．例

えば，図 1によれば，f(4, 6, 2, 1) = 6
15 , f(4, 6, 3, 1) =

10
20 , f(4, 7, 3, 1) =

16
35，6 + 10 = 16，16 + 20 = 35で

あり，分子と分母でパスカル的三角形が作られる．図

2の数字は，図 1にある分数の分子である．
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図 1: パスカル的三角形
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図 2: 図 1の分子を取り出

したもの

例 1.2. パスカルの三角形の対角線上の数を足してい

くと，フィボナッチ数列になることは良く知られてい

る．私達の先輩は，研究の中で発見した図 2の三角

形の対角線上の数を足していくと，フィボナッチに似

た数列になることなることを発見した．このようにし

て作られた数列を bnとする．そのとき，b1 = 1, b2 =

1, b3 = 1 + 1 = 2, b4 = 1 + 2 = 3, b5 = 2 + 3 + 1 =

6, b6 = 2 + 4 + 3 = 9, b7 = 2 + 6 + 6 + 1 = 15, ...と

なる．この数列のルールは以下のような簡単な式で示

される．

bn = bn−1 + bn−2 +

1 (n = 1 (mod 4))

0 (n ̸= 1 (mod 4)) .

(1.1)

この数列はフィボナッチ数列に似ているだけでなく，

フィボナッチ数列によって表すことができる．

定理 1.1. 数列 bnは，次の等式を満たす．ここでF (n)

はフィボナッチ数列を表す．

b4n = F (2n)F (2n+ 2) = F (2n+ 1)2 − 1 (1.2)

b4n+1 = F (2n+ 1)F (2n+ 2) (1.3)

b4n+2 = F (2n+ 2)2 (1.4)

b4n+3 = F (2n+ 2)F (2n+ 3). (1.5)

この定理の証明については，[3]を参照されたい．な

お，この結果の一般化も既にできている．ここまでが

クラブの先輩達の研究成果である．この成果を発展さ

せて，どのようなゲームにおいてパスカル的三角形が

現れ，どのようなゲームならそれが成立しないかを調

べ，フィボナッチ数列に似た数列の存在を確かめるこ

とが私達の今回の研究の目的となる．

2 パスカル的三角形を生成する一般

化されたゲーム

本節では，第 1節で提示された結果を一般化する．

なお，カードゲームであっても，ロシアンルーレット

を考えるときのデータ構造を用いることで，計算を明

快なものにすることができる．ロシアンルーレットの

データ構造では，図 3のような小さな正方形の集ま

りからなるシリンダーの中に実弾を配置しておいて，

一番左の弾倉から順に引き金を引くことになる．

カードゲームの場合でも，図 3の中に，カードが並

んでいて，左端から取り出されると考えて計算する．

なお，プレイヤーはカードがどのように並んでいるか

は知らないとする．

そのように考えると，1番目のプレイヤーが負ける

確率は，1番目のプレイヤーが負けるカードの並び方
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の数をカードのすべての並べ方である nCmで割るこ

とで得られる．すると確率の分母は nCmとなるので，

分子に来るべき 1番目のプレイヤーが負けるカード

の並び方の数がパスカル的な性質を持てば，結果とし

て分母と分子が同時にパスカル的性質を持つことに

なる．

図 3: カードの並び　シリンダーの並び

定義 2.1. 定義 1.1のゲームにおいて，先手のプレイ

ヤが負けるカード組み合わせの数を U(p, n,m, s)と

する．

定理 2.1.

U(p, n,m, s) =

s∑
h=1

(

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋∑
i=1

(n−(i−1)ps−hCm−1)). (2.1)

Proof. 1 ≤ h ≤ s を満たす自然数 h に対し，もし

n−(i−1)ps−h ≥ m−1,すなわち i ≤ ⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋

であるならば，第 ((i − 1)ps + h)ラウンドで先手の

プレイヤが負ける．

次の定理 2.2は良く知られた公式であるが，私達の

ゲームにおいても，本質的にはこの性質がパスカルの

三角形に近い法則を作る．

定理 2.2.

nCm +n Cm+1 =n+1 Cm+1. (2.2)

定理 2.3.

U(p, n+ 1,m+ 1, s) = U(p, n,m+ 1, s) + U(p, n,m, s).

(2.3)

ここで考えているゲームの確率は f(n,m, s) =
U(p,n,m,s)

nCm
となるので，このゲームで先手プレイヤー

が負ける確率は，分母と分子がそれぞれパスカルの三

角形のような性質を持つ．

Proof.

U(p, n+ 1,m+ 1, s) =

s∑
h=1

(

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋∑
i=1

(n+1−(i−1)ps−hCm)). (2.4)

U(p, n,m+ 1, s) =

s∑
h=1

(

⌊n−m−h+ps
ps ⌋∑
i=1

(n−(i−1)ps−hCm)). (2.5)

U(p, n,m, s) =

s∑
h=1

(

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋∑
i=1

(n−(i−1)ps−hCm−1)). (2.6)

sを固定する．このとき，次の３つの式を比べること

になる．式 (2.7)が式 (2.8)と式 (2.9)の和になれば証

明は終る．

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋∑
i=1

(n+1−(i−1)ps−hCm). (2.7)

⌊n−m−h+ps
ps ⌋∑
i=1

(n−(i−1)ps−hCm). (2.8)

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋∑
i=1

(n−(i−1)ps−hCm−1). (2.9)

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋ ≥ ⌊n−m−h+ps

ps ⌋ ≥ i ≥ 1となるよう

な iに対して，定理 2.2を使うと，次の式が成り立つ．

n+1−(i−1)ps−hCm =n−(i−1)ps−h Cm +n−(i−1)ps−h Cm−1.

(2.10)

(a) ⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋ = ⌊n−m−h+ps

ps ⌋ であれば，(2.10)

からこの定理は成り立つ．

(b) 次の式が成り立つ場合を考える．

⌊n−m− h+ 1 + ps

ps
⌋ > ⌊n−m− h+ ps

ps
⌋. (2.11)

とする．このときは，(2.7) が (2.8) と (2.9) の

和になるためには，それぞれのシグマ記号の中

で，⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋ 番目の項を比べることになる

が，(2.8) にはそれがないので，(2.7) と (2.9) の

⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋ 番目の項を比べることになる．従っ

て，i = ⌊n−m−h+1+ps
ps ⌋について，次の 2つが等しく

なれば良い．

n+1−(i−1)ps−hCm. (2.12)

n−(i−1)ps−hCm−1. (2.13)
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(2.9)により

i =
n−m− h+ 1 + ps

ps
. (2.14)

となるので，これを (2.12)と (2.13)に代入すると，次

のようになり等しいことがわかる．これで証明が終る．

n+1−(i−1)ps−hCm =n+1−(n−m−h+1)−h Cm

=m Cm = 1.

n−(i−1)ps−hCm−1 =n−(n−m−h+1)−h Cm−1

=m−1 Cm−1 = 1.

注意 2.1. 定理 2.3の証明を読んでいただければ分か

るように，実際には組み合せの基本性質が隠れてい

て，それに気がつくとこのようなことが成り立つこと

は当たり前のように思えてくる．そう考えると，パス

カルの三角形に似た性質を持つようなカードゲーム

というようなものはいくらでもありそうに思える．し

かし，似たゲームの中にも必ずしもパスカルの三角形

的な性質を持たないゲームがある．このことについて

は，4節で考える．

3 パスカル的三角形から生成される

フィボナッチ的数列

論文の枚数に制限が有るので，ここでは私達の研

究したゲームから生まれるパスカル的な三角形から

作られるフィボナッチ的数列に関しては詳しくは述べ

ない．

1節で紹介した数列 b4nと良く似た数列を作ること

ができた．二人のプレイヤーが交互にプレーして，自

分のターンになると２回ずつカードを引くゲームを考

える．これは p = 2で，s = 2の場合である．この場

合に，三角形を斜めに足してできるフィボナッチ的な

数列をB2,2(n)とおくと，B2,2(n)+(1+ in+(−1)n+

(−i)n)/4 = b4(n+ 1)が成り立つ.

このことはまた別の機会に発表したい．

4 1枚ずつ引いて，2回赤のカード

を引くと負けるケース

これまでの議論をさらに拡張して，プレイヤーは引

いたカードを保管しておいて、集めた赤のカードが

2枚になったプレイヤーが負けるというゲームを考え

る．しかし，議論が複雑になるので，プレイヤーの数

を 2名にする．．

定義 4.1. カードが n枚あり，その中にm枚の赤の

カードと n−m枚の白のカードがある．Aと Bの 2

人のプレーヤーがゲームに参加し，Aから始め，Aと

Bが交互にカードを引く．プレイヤーはカードを保管

しておき，集めたカードが 2 枚になったら、そのプ

レーヤーが負けて，ゲームは終了する．従って，同じ

プレイヤーが 2回赤のカードを引くと負ける。このと

き，Aが負ける場合の数を U2(n,m)と書く．

例 4.1. 図 4.1は，U2(n,m)をパスカルの三角形のよ

うに並べたものである．すぐにわかるように，左側の

三角形には０の部分がある．これは赤のカードが１枚

しかない場合で，全く勝負がつかない場合である．左

の三角形ではパスカルの三角形のような性質が成り立

つ場所と，成り立たない場所がある．

確実に成り立つ場所だけを選び出すと右の三角形が

できる．これはm ≥ 3の場合であって，赤のカード

が 3枚以上あって，二人のプレイヤーのどちらかが必

ず負ける場合である．

これまでの研究の結果としてわかることは，引き分

けがないときはパスカルの三角形のような性質を満た

すことが多いようである．

しかし，引き分けが成立するときでも，パスカルの

三角形のような性質を満たす場所がある．これは難し

い問題を与えてくれる．

補題 4.1. k = n−m+1
2 を満たす自然数 k に対して，

n−2k−1Cm−2 =n−2k Cm−1 = 1となる．

Proof. kに n−m+1
2 を代入すれば明らかである．

定理 4.1. (a) m ≥ 3とすると，

U2(n,m) =

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−2)

+

⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−3).
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(b) m = 2とすると， U2(n,m) =
∑⌊n−1

2 ⌋
k=1 k.

したがって，Aが負けとなる確率はF (n,m) = U2(n,m)

nCm

となる．

Proof. まず (a)を示す．Aは奇数番目のラウンドで

カードを引くので，2k + 1番目に，Aが 2枚目の赤

のカードを引くとする．Aが負ける場合は，次の２つ

の場合がある．

(i) Aが 2枚目の赤のカードを引くまでに，Bが 1枚も

赤のカードを引かない場合を考える．これまでに，A

は，1, 3, ..., 2k−1回目ラウンドのどこかで 1回赤を引

くので，それは kC1 = k通りある．2k+1回目以降に

AとBがカードを引く回数は，n−(2k+1) = n−2k−1

回あり，それらの機会に残りの赤のカードm−2枚が

引かれるので，組み合わせは，n−2k−1Cm−2通りとな

る．次に kの範囲を決める．残りの赤のカードの数は，

残りのカードの枚数を超えることはないので，kの範

囲はn−2k−1 ≥ m−2より 1 ≤ k ≤ ⌊n−m+1
2 ⌋となる．

なお，当然 2k+1 ≤ nであるが，m ≥ 3であるので，

n−2k−1 ≥ m−2だけ考えておけば良い．以上により

Aが2枚目の赤のカードを引くまでに，Bが1枚も赤の

カードを引かない場合は，
∑⌊n−m+1

2 ⌋
k=1 k(n−2k−1Cm−2)

通りとなる．(ii) A が 2枚目の赤のカードを引くま

でに，B が 1 枚だけ赤のカードを引く場合．A は，

1, 3, ..., 2k − 1回目のどこかで 1回赤を引くので，そ

れは kC1 = k通りある．Bは，2, 4, ..., 2k回目のどこ

かで 1回赤を引くので，それは kC1 = k通りある．し

たがって，これらの場合は k ∗ k = k2通りとなる．す

でに 3枚の赤のカードを使用しているため残りの赤の

カードはm− 3枚である．このm− 3枚のカードが

残りの n − 2k − 1回のラウンドにおいて引かれるの

で，その組み合わせは n−2k−1Cm−3 通りとなる．

次に，k の範囲を決める．残りの赤のカードの数

は，残りのカードの枚数を超えることはないので，そ

のため k の範囲は，n − 2k − 1 ≥ m − 3 より 1 ≤
k ≤ ⌊n−m+2

2 ⌋ となる．なお，当然 2k + 1 ≤ n で

あるが，m ≥ 3 であるので，n − 2k − 1 ≥ m − 3

だけ考えておけば良い．Aが 2枚目の赤のカードを

引くまでに，Bが 1枚だけ赤のカードを引く場合は∑⌊n−m+2
2 ⌋

k=1 k(n−2k−1Cm−3) 通りとなる．Aが負ける

組み合わせは (i)と (ii)の和なので，

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−2) +

⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−3)

通りとなる．(b)を示す．m = 2とすると，Aが 2枚

目の赤のカードを引いて負けるまでに，Bが赤のカー

ドを引くことはない．Aが 2k+1ラウンド目に負ける

とすると，2k+1 ≤ nとなり，k ≤ ⌊n−1
2 ⌋となる．ま

た，そのとき 1回目に引く赤のカードの位置は Aが

引く，1, 3, ..., 2k− 1ラウンドのどこかのはずなので，

k通りある．したがって，U2(n,m) =
∑⌊n−1

2 ⌋
k=1 k

U2(n,m)は定理 2.2にある nCmの公式と同じタイ

プの公式を満たす．

定理 4.2. m ≥ 3とすると次の式が成り立つ．

U2(n,m) + U2(n,m+ 1) = U2(n+ 1,m+ 1). (4.1)

Proof. m ≥ 3であるから，定理 4.1の (a)により，等

式 (4.1)の左辺は，

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−2) +

⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−3)

+

⌊n−m
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−1) +

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−2).

(4.2)

等式 (4.1)の右辺は，

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2kCm−1) +

⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2kCm−2).

等式 (4.1)を証明するために，下の等式 (4.3)と (4.4)

を証明する．等式 (4.3)は，Aが 2枚目のカードを引

くまでに B が赤のカードを引かない場合，等式 (4.4)

は，Aが 2枚目のカードを引くまでに Bが 1枚の赤

のカードを引く場合である．

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−2) +

⌊n−m
2 ⌋∑

k=1

k(n−2k−1Cm−1)

=

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k(n−2kCm−1).

(4.3)
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⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−3) +

⌊n−m+1
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2k−1Cm−2)

=

⌊n−m+2
2 ⌋∑

k=1

k2(n−2kCm−2).

(4.4)

等式 (4.3)を証明する．次の (i)と (ii)の場合がある．

(i)　 n − mが偶数のとき ⌊n−m+1
2 ⌋ = ⌊n−m

2 ⌋なの
で，k = 1, 2, ..., ⌊n−m+1

2 ⌋に対して，定理 2.2により，

k(n−2k−1Cm−2) + k(n−2k−1Cm−1) = k(n−2kCm−1)

が成り立つので，等式 (4.3)が証明される．

(ii) 　 n − m が奇数のときは，n − m = 2p + 1 と

すると，⌊n−m+1
2 ⌋ = ⌊ 2p+2

2 ⌋ = p + 1かつ ⌊n−m
2 ⌋ =

⌊ 2p+1
2 ⌋ = pで，

⌊n−m+ 1

2
⌋ = n−m+ 1

2
(4.5)

である．まず，k = 1, 2, 3, ..., pに関して，定理 2.2に

より

k(n−2k−1Cm−2) + k(n−2k−1Cm−1) = k(n−2kCm−1).

(4.6)

次に k = p+1 = n−m+1
2 のときを考える．(等式 (4.3)

において，左辺の 1つめのシグマにおける最終項と右

辺のシグマにおける最終項を比べることになる．)等式

(4.5)と補題 4.1により，n−2k−1Cm−2 =n−2k Cm−1 =

1であるから，

k(n−2k−1Cm−2) = k(n−2kCm−1). (4.7)

等式 (4.6)と (4.7)により等式 (4.3)が証明される．

次に等式 (4.4)を証明する．

(i) n −mが奇数のとき，n −m = 2p + 1とすると，

⌊n−m+2
2 ⌋ = ⌊ 2p+3

2 ⌋ = p + 1 = ⌊ 2p+2
2 ⌋ = ⌊n−m+1

2 ⌋
となるので，定理 2.2 により，k2(n−2k−1Cm−3) +

k2(n−2k−1Cm−2) = k2(n−2kCm−2)が成り立つので，

等式 (4.4)が成り立つ．

(ii) n − m が偶数のとき，n − m = 2p とする

と，⌊n−m+2
2 ⌋ = n−m+2

2 = ⌊ 2p+2
2 ⌋ = p + 1 か

つ ⌊n−m+1
2 ⌋ = ⌊ 2p+1

2 ⌋ = p より k = 1, 2, ..., p

について k2(n−2k−1Cm−3) + k2(n−2k−1Cm−2) =

k2(n−2kCm−2) となることと，補題 4.1 において m

に m − 1 を代入して使うことにより k = n−m+2
2

のとき k2(n−2k−1Cm−3) = k2(n−2kCm−2) が成り

立つことから，等式 (4.4) が成り立つ．以上により

U2(n,m) + U2(n,m + 1) = U2(n + 1,m + 1)は成り

立つ．

注意 4.1. 定理 4.2において，m ≥ 3という条件は赤

のカードが３枚以上あるということなので，二人のう

ちでどちらかのプレイヤーが必ず負けること，すなわ

ち引き分けがないことを意味する．

　

5 交互に2回ずつカードを引き,2回

赤のカードを引くと負けるケース

定義 5.1. カードが n枚あり，その中にm枚の赤の

カードとn−m枚の白のカードがある．AとBの2人の

プレーヤーがゲームに参加し，Aから始め，AとBが交

互に 2回ずつカードを引く．プレイヤーは引いたカー

ドを保管しておく．同じプレーヤーが 2回赤のカード

を引くと，そのプレーヤーが負けて，ゲームは終了す

る．このとき，Aが負ける場合の数をU3(n,m)と書く．

少し詳しく言うと，ゲームはA,A,B,B,A,A,B,B,...と

いうふうに A,Bの二人が 2回ずつカードを引いてい

く．ここで，A,AをプレイヤーAのターン，B,Bをプ

レイヤー Bのターン，続けてA,AをプレイヤーAの

ターン，B,BをプレイヤーBのターンと考える．カー

ドを保管しておき, どちらかのプレイヤーが赤いカー

ドを引いて，既に保管している赤のカードと合わせて

２枚になったら負けとなる．

例 5.1. 図 5.1は，U3(n,m)をパスカルの三角形のよ

うに並べたものである．すぐにわかるように，左側の

三角形には０の部分がある．これは赤のカードが１枚

しかない場合で，全く勝負がつかない場合である．左

の三角形ではパスカルの三角形のような性質が成り立

つ場所と，成り立たない場所がある．

確実に成り立つ場所だけを選び出すと右の三角形が

できる．これはm ≥ 3の場合であって，赤のカード

が 3枚以上あって，二人のプレイヤーのどちらかが必

ず負ける場合である．

これまでの研究の結果としてわかることは，引き分

けがないときはパスカルの三角形のような性質を満た

すことが多いようである．

しかし，引き分けが成立するときでも，パスカルの

三角形のような性質を満たす場所がある．これは難し

い問題を与えてくれる．
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良く観察してみると次のようなことがわかる．引

き分けのないm ≥ 3の場所はすべてパスカルの三角

形的な性質が成り立つが，引き分けがあっても，n =

4t + 2, 4t + 3, 4t + 4の所ではパスカルの三角形の性

質が成立している

定理 5.1. (a) m ≥ 3のとき，

U3(n,m) =

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 2)(n−4k+3Cm−2)

+

⌊n−m+4
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(n−4k+2Cm−2)

+

⌊n−m+6
4 ⌋∑

k=1

(2k − 2)2(n−4k+3Cm−3)

+

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(2k − 2)(n−4k+2Cm−3) (5.1)

(b) m = 2 のとき，U3(n,m) =
∑⌊n+3

4 ⌋
k=1 (2k − 2) +∑⌊n+2

4 ⌋
k=1 (2k − 1).

(c) m = 1のとき，U3(n,m) = 0.

したがって，Aが負けとなる確率はF (n,m) = U3(n,m)

nCm

となる．

Proof. まず，(a) を証明する．プレイヤー Aがカー

ドを引くのは，1, 2, 5, 6, ..., 4k−3, 4k−2, ...ラウンド

である．

Aが負ける場合は，次の２つの場合 (i)と (ii)がある．

(i) Aが 2枚目の赤のカードを引くまでに，Bが 1枚

も赤のカードを引かない場合を考える．ここで２つの

場合 (i.a)と (i.b)に分ける．

(i.a)　Aが 4k− 3回目のラウンドで赤のカードを引

き，それまでに既に 1枚の赤のカードを引いていたの

で，ここで負けるという場合を考える．なおkは自然数

である．このとき，Aは，1, 2, 5, 6, ...4k−6回目のどこ

かで 1回赤を引くので，それは 2k−2通りある．4k−3

回目以降の引く回数は，n−(4k−3) = n−4k+3回あ

り，そこで残りの赤のカードm−2枚を引くので，組み

合わせは，n−4k+3Cm−2通りとなる．次に kの範囲を

決める. 残りの赤のカードの数は，残りのカードの枚数

を超えることはないので，kの範囲はn−4k+3 ≥ m−2

より 1 ≤ k ≤ ⌊n−m+5
4 ⌋となる．従ってこの場合の組

み合せの数は
∑⌊n−m+5

4 ⌋
k=1 (2k − 2)(n−4k+3Cm−2)通り

となる．

(i.b) Aが 4k−2回目のラウンドで赤のカードを引き，

それまでに既に 1枚の赤のカードを引いていたので，

ここで負けるという場合を考える．なお kは自然数で

ある．これまでに，Aは，1, 2, 5, 6..., 4k−6, 4k−3回目

のどこかで 1回赤を引くので，それは 2k−1通りある．

4k−2回目以降の引く回数は，n−(4k−2) = n−4k+2

回あり，残りの赤のカードはm−2枚あるので，この組

み合わせは，n−4k+2Cm−2通りとなる．次に kの範囲

を決める. 残りの赤のカードの数は，残りのカードの

枚数を超えることはないので，kの範囲はn−4k+2 ≥
m− 2より 1 ≤ k ≤ ⌊n−m+4

4 ⌋となる．従って，この
場合の数は

∑⌊n−m+4
4 ⌋

k=1 (2k − 1)(n−4k+2Cm−2)通りと

なる．

(ii) Aが 2枚目の赤のカードを引くまでに，Bが 1枚

赤のカードを引く場合を考える．ここで２つの場合

(ii.a)と (ii.b)に分ける．

(ii.a) Aが 4k−3回目のラウンドで赤のカードを引き，

それまでに既に 1枚の赤のカードを引いていたので，

ここで負けるという場合を考える．なお kは自然数で

ある．これまでに，Aは，1, 2, 5, 6, ..., 4k−6回目のど

こかで 1回赤を引くので，それは 2k−2通りある．ま

た,Bは 3, 4, 7, 8, ...4k−4回目のどこかで 1回赤を引く

ので，それは 2k−2通りある．4k−3回目以降の引く回

数は，n−(4k−3) = n−4k+3回あり，それらの機会

に残りの赤のカードはm−3枚を引くので、組み合わ

せは，n−4k+3Cm−3通りとなる．次に kの範囲を決め

る. 残りの赤のカードの数は，残りのカードの枚数を

超えることはないので，kの範囲は n−4k+3 ≥ m−3

より 1 ≤ k ≤ ⌊n−m+6
4 ⌋となる．従って，この場合の

数は
∑⌊n−m+6

4 ⌋
k=1 (2k − 2)2(n−4k+3Cm−3) 通りとなる．

(ii.b) Aが 4k − 2回目のラウンドで赤のカードを引

き，それまでに既に 1枚の赤のカードを引いていたの

で，ここで負けるという場合を考える．なお kは自然

数である．Aは，1, 2, 5, 6, ..., 4k − 3回目のどこかで

1回赤を引くので，それは 2k − 1通りある．また,B

は 3, 4, 7, 8, ..., 4k− 4回目のどこかで 1回赤を引くの

で，それは 2k − 2通りある．4k − 3回目以降の引く
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回数は，n − (4k − 2) = n − 4k + 2回あり，残りの

赤のカードはm− 3枚あるので，この組み合わせは，

n−4k+2Cm−3通りとなる．次に kの範囲を決める. 残

りの赤のカードの数は，残りのカードの枚数を超える

ことはないので，kの範囲は n − 4k + 2 ≥ m − 3よ

り 1 ≤ k ≤ ⌊n−m+5
4 ⌋となる．従って，この場合の数

は
∑⌊n−m+5

4 ⌋
k=1 (2k − 1)(2k − 2)(n−4k+2Cm−3) 通りと

なる．

Aが負ける組み合わせは (i.a),(i.b),(ii.a),(ii.b)の和な

ので等式 (5.1)が成り立つ．

次に (b) を証明する．m = 2の場合は，Aが２枚引い

て負けるときに，Bは 1枚も引かないので公式は簡単

にでる．

(c) の場合は，赤のカードが 1枚しかないので，Aが

負ける可能性は 0であるから，結論は明らか．

補題 5.1. 3 ≤ m ≤ nを満たすような自然数 n,mに

対して次のように決める．

g1(n,m) =

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 2)(n−4k+3Cm−2) (5.2)

g2(n,m) =

⌊n−m+4
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(n−4k+2Cm−2) (5.3)

g3(n,m) =

⌊n−m+6
4 ⌋∑

k=1

(2k − 2)2(n−4k+3Cm−3)

(5.4)

g4(n,m) =

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(2k − 2)(n−4k+2Cm−3).

(5.5)

このとき，次の式が成り立つ．

g1(n+ 1,m+ 1) = g1(n,m+ 1) + g1(n,m). (5.6)

g2(n+ 1,m+ 1) = g2(n,m+ 1) + g2(n,m). (5.7)

g3(n+ 1,m+ 1) = g3(n,m+ 1) + g3(n,m). (5.8)

g4(n+ 1,m+ 1) = g4(n,m+ 1) + g4(n,m). (5.9)

Proof. g4(n,m) に つ い て 証 明 す る ．

g1(n,m), g2(n,m), g3(n,m)の場合も同様である．

g4(n+ 1,m+ 1)

=

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(2k − 2)n+1−4k+2Cm+1−3

(5.10)

g4(n,m+ 1)

=

⌊n−1−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(2k − 2)n−4k+2Cm+1−3

(5.11)

かつ

g4(n,m)

=

⌊n−m+5
4 ⌋∑

k=1

(2k − 1)(2k − 2)n−4k+2Cm−3. (5.12)

(a) ⌊n−m+5
4 ⌋ = ⌊n−1−m+5

4 ⌋ とすると，1 ≤ k ≤
⌊n−m+5

4 ⌋を満たす k に対して，定理 2.2により，

(2k − 1)(2k − 2)n+1−4k+2Cm+1−3

= (2k − 1)(2k − 2)n−4k+2Cm+1−3

+ (2k − 1)(2k − 2)n−4k+2Cm−3. (5.13)

となり，従って (5.9)を得る.

(b) ⌊n−m+5
4 ⌋ > ⌊n−1−m+5

4 ⌋ のときを考える．まず，
1 ≤ k ≤ ⌊n−1−m+5

4 ⌋ のときは，(5.13) が成り立つ．

次に k = n−m+5
4 とすると，

(2k − 1)(2k − 2)n+1−4k+2Cm+1−3

= (2k − 1)(2k − 2)m+1−3Cm+1−3

= (2k − 1)(2k − 2)

= (2k − 1)(2k − 2)m−3Cm−3

= (2k − 1)(2k − 2)n−4k+2Cm−3. (5.14)

となり，従って (5.9)を得る.

定理 5.2. 3 ≤ m ≤ nを満たすような自然数 n,mに

対して

U3(n+ 1,m+ 1) = U3(n,m+ 1) + U3(n,m).

(5.15)

Proof. U3(n,m) = g1(n,m)+ g2(n,m)+ g3(n,m)+

g4(n,m)であるから，補題 5.1から明らか．
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補題 5.2. 次の等式が成り立つ．

U3(2 + 4t, 2) = U3(3 + 4t, 2) = U3(4 + 4t, 2).

(5.16)

U3(3 + 4t, 2) = U3(2 + 4t, 1) + U3(2 + 4t, 2).

(5.17)

U3(4 + 4t, 2) = U3(3 + 4t, 1) + U3(3 + 4t, 2).

(5.18)

U3(3 + 4t, 3) = U3(2 + 4t, 2) + U3(2 + 4t, 3).

(5.19)

U3(4 + 4t, 3) = U3(3 + 4t, 2) + U3(3 + 4t, 3).

(5.20)

Proof. 定理 5.1の (b)により，

U3(2 + 4t, 2) = U3(3 + 4t, 2) = U3(4 + 4t, 2)

=

t+1∑
k=1

2(k − 1) +

t+1∑
k=1

(2k − 1)　

= 2t2 + 3t+ 1. (5.21)

従って，(5.16) が得られた．また，U3(2 + 4t, 1) =

U3(3 + 4t, 1) = 0なので，(5.17)と (5.18)も得られ

る．

次に，定理 5.1の (a)により，

U3(2 + 4t, 3)

=

t+1∑
k=1

(2k − 2)(2 + 4t− 4k + 3)

+

t∑
k=1

(2k − 1)(2 + 4t− 4k + 2)

+

t+1∑
k=1

(2k − 2)2 +

t+1∑
k=1

(2k − 1)(2k − 2)

=
8

3
t
(
2t2 + 3t+ 1

)
(5.22)

U3(3 + 4t, 3)

=

t+1∑
k=1

(2k − 2)(3 + 4t− 4k + 3)

+

t+1∑
k=1

(2k − 1)(3 + 4t− 4k + 2)

+

t+1∑
k=1

(2k − 2)2 +

t+1∑
k=1

(2k − 1)(2k − 2)

=
1

3

(
16t3 + 30t2 + 17t+ 3

)
. (5.23)

U3(4 + 4t, 3)

=

t+1∑
k=1

(2k − 2)(4 + 4t− 4k + 3)

+

t+1∑
k=1

(2k − 1)(4 + 4t− 4k + 2)

+

t+1∑
k=1

(2k − 2)2 +

t+1∑
k=1

(2k − 1)(2k − 2)

=
2

3

(
8t3 + 18t2 + 13t+ 3

)
. (5.24)

(5.21)と (5.22)の和が (5.23)となるので，(5.19)が

得られた．

また，(5.21) と (5.24) の和が (5.23) となるので，

(5.20)が得られた．

補題 5.2の結果を図にすると，次のようになる．パ

スカルの三角形的な性質が満たされている．この図は

例 5.1で見たことを実際に証明したことを表している．

既に分かっているように，引き分けのない m ≥ 3

の場所はすべてパスカルの三角形的な性質が成り立つ

が，引き分けがあっても，n = 4t+2, 4t+3, 4t+4の

所ではパスカルの三角形の性質が成立している．その

ことをここで図で説明している．
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